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Моделирование двухфазного течения жидкости 
в слоистоМ нефтяноМ пласте  
при нелинейноМ законе фильтрации*
the simulation of two-phase fluid flow in a layered  
oil reservoir under a nonlinear filtration law
Отклонения от линейного закона фильтрации наблþдаþтся при движении 
нефти в низкопроницаемых коллекторах, при высокой вязкости нефти, а также 
при малых и при больших скоростях движения нефти. Среди неньþтоновских 
жидкостей можно выделить две группы: нелинейно вязкие жидкости и жидкости 
с памятьþ. В настоящей работе численно решаþтся задачи с законами из пер-
вой группы. Рассмотрены случаи движения жидкости с предельным градиентом 
сдвига и псевдопластической жидкости. Учтены капиллярные и гравитационные 
силы. Рассчитан пласт с непроницаемой кровлей и подошвой, состоящий из двух 
литологически связанных пропластков. Сравниваþтся результаты, полученные 
при одних и тех же начальных и граничных условиях. Показано, что коэффициент 
извлечения нефти при расчете по нелинейному закону фильтрации существенно 
отличается от расчета по линейному закону, тогда как расчеты по выбранным 
нелинейным законам близки друг к другу. 
deviation from the linear filtration law is observed in the oil in low permeability 
reservoirs, at high oil viscosity, as well as both at high and low oil velocity. Among 
the non-Newtonian fluids it is possible to distinguish two groups—nonlinear viscous 
liquids and liquids with memory. In this paper we suggest a numerical solution to the 
problem with the laws for the liquids of the first group. The cases of motion of the 
fluid with maximum shear rate and of the pseudo plastic fluid have been studied, with 
capillary and gravitational forces taken into consideration. The reservoir that has the 
impermeable top and bottom and consists of two interlayers with lithologic contact has 
been calculated. The results obtained with the same initial and boundary conditions have 
been compared. It has been shown that when the nonlinear filtration law is applied in 
calculation, the oil recovery rate differs substantially from the rate calculated linearly, 
while the results of the calculations by the selected nonlinear laws are close.
* Исследование проведено при поддержке РФФИ (№ 14-01-31096 мол_а).
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Отклонения от линейного закона фильтрации Дарси обнаруживались уже 
на ранних этапах развития теории фильтрации. В ряде экспериментальных ис-
следований было выявлено, что отклонения от линейного закона наблюдаются 
при высоких скоростях фильтрации [1; 2]. Значительный вклад в эксперимен-
тальное исследование нелинейной фильтрации в случае больших скоростей 
принадлежит Ф. Форхгеймеру, который на основании многочисленных экспе-
риментов в различных средах установил двучленный закон фильтрации, нося-
щий его имя и являющийся обобщением закона Дарси [3]. Этот закон применим 
при изучении течений вблизи скважин, где скорости велики, и для описания 
движения жидкостей в трещиноватых породах.
Нарушения закона Дарси наблюдаются и при малых скоростях фильтрации 
жидкостей, когда особенно сильно проявляется взаимовлияние жидкости и по-
ристого тела [4]. Многочисленные отклонения от линейного закона Дарси были 
обнаружены при движении в пористой среде суспензий, эмульсий, растворов 
полимеров, коллоидных растворов, тяжелых нефтей, глинистых растворов и т. д., 
обладающих псевдопластическими реологическими свойствами. В монографии 
[5] подробно описывается множество нелинейных законов движения в пористых 
средах. Типичным примером неньютоновских жидкостей являются растворы 
полимеров. 
Теоретические исследования нелинейного закона движения в случае много-
фазной фильтрации выполнены в работах [6; 7]. В [6] закон Форхгеймера 
обобщен на случай двухфазной фильтрации.
В настоящей работе численно решается задача о течении в пласте нелиней-
но вязкой жидкости в случае с предельным градиентом сдвига [8]. Учтены 
капиллярные и гравитационные силы. Рассчитан пласт с непроницаемой кров-
лей и подошвой, состоящий из двух литологически связанных пропластков. 
Постановка задачи. Решается задача о изотермическом течении двух-
фазной несжимаемой жидкости в пористом теле с учетом капиллярных и гра-
витационных сил. Моделируется течение неньютоновской жидкости в пористой 
среде в переменных «скорость—насыщенность».
С учетом капиллярных и гравитационных сил законы фильтрации для двух 
фаз можно записать [9] в виде уравнений неразрывности: 
,      (i = o,w),                       (1) 
и уравнений движения в форме обобщенного закона Дарси:
,     (i = o,w),            (2)
где m — пористость; k — абсолютная проницаемость; Pi — давление в фазах; 
μ — динамическая вязкость; iU  — скорость фильтрации i-й фазы; iS  — на-
сыщенность пористого тела i-й фазой; ri(Ui) — безразмерный комплекс, 
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определяющий нелинейный закон; fi — функция относительной фазовой про-
ницаемости; ρi — плотность фазы; g — ускорение свободного падения. Индек-
сы w и o соответствуют величинам, характеризующим соответственно смачи-
вающую и несмачивающую фазы. 
Разность давлений в фазах принимается равной капиллярному давлению: 
cwo PPP =− , а насыщенности фаз удовлетворяют условию полного насыщения 
1=+ wo SS .
Введем суммарную скорость фильтрации: 
wo UUU +=  .                                   (3)
В работе [10] в случае линейной фильтрации (ri(Ui)=1) описан способ све-
дения системы уравнений (1)-(2) к системе уравнений относительно суммарной 
скорости фильтрации u и насыщенности пласта смачивающей фазой Sw. В слу-
чае нелинейной фильтрации выкладки принципиально не отличаются, поэтому 
выпишем сразу конечный результат (здесь и далее у насыщенности индекс w 
опускается):
0)(div =U ,                                      (4)
( ))(rot)/(rot kPFK gradU = ,                           (5)
,                      (6)
где , , ,  и .
Пусть процесс фильтрации происходит в области Ω с границей Ω∂ , со-
стоящей из двух частей — 1Ω∂  и 2Ω∂ . Будем считать, что для начального 
момента времени известно распределение насыщенности S=S0, а на Ω∂  задана 
нормальная составляющая скорости фильтрации nU , которая должна удовлет-
ворять условию 0=∫
Ω∂
�dU n dγ, где n — внешняя нормаль к Ω∂ . На части границы 




= SS , а на другой ее 
части 2Ω∂  — 0/
2
=∂∂ Ω∂nS .
Численные результаты. Моделируется течение жидкости в нефтяном 
пласте размерами 50 м в длину и 11 м по напластованию, ограниченном не-
проницаемыми кровлей и подошвой. Пласт состоит из двух пропластков, каждый 
из пропластков однородный мощностью 5 метров. Пропластки разделены не-
проницаемой перемычкой, имеющей литологические окна, длина которых 5 м, 
мощность перемычки 1 м. Проницаемость верхнего пропластка k1 = 1 мкм2, 
нижнего — k2 = k1/20. Задача решалась в вертикальном сечении пласта. Шаг 
сетки, равномерной по горизонтали, принят равным 0.5 м, а по вертикали — 0.33 м. 
Пористость коллектора постоянная: m1 = m2 = 0.2. В начальный момент времени 
залежь целиком заполнена нефтью и связанной водой. Динамическая вязкость 
нефти µo = 400 мПа×с, воды — µw = 1 мПа×с. На левой границе задан расход 
воды. Считается, что приемистость пласта пропорциональна проницаемости. 
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Через правую границу жидкость отбирается из пласта. После того как обвод-
ненность продукции на выходе из пласта превысит 98%, закачка воды прекра-
щалась. Было произведено два расчета — по линейному закону движения и 
закону с предельным градиентом сдвига, который задавался с использованием 
функции Ri(Ui) (i = o,w) в следующем виде: 
 
,
После 30 лет простоя в обоих случаях закачка воды возобновилась. В ли-
нейном случае при повторном пуске обводненность продукции на выходе из 
пласта составила 94%, т. е. в результате гравитационной сегрегации в течение 
30 лет появилась возможность дополнительного отбора нефти из пласта. В не-
линейном случае при повторном пуске залежи в разработку обводненность 
продукции на правой границе осталась прежней — 98%, так как предельный 
градиент компенсировал влияние гравитационных и капиллярных сил. На ни-
жеприведенных рисунках показаны поля насыщенности для обоих случаев.
Рис. 1. Распределение водонасыщенности для различных моментов времени: 
а — начальное распределение водонасыщенности, b — момент достижения обводнен-
ности пласта 98%, c — после достижения 98% пласт находился в покое 30 лет, 
d — момент достижения вторичного обводнения пласта 98%
На рис. 1 показана динамика изменения насыщенности в пласте при линейном 
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достижения обводненности продукции 98% при законе с предельным градиентом. 
После 30 лет простоя распределение нефтенасыщенности не меняется. 
Рис. 2. Конечный момент заводнения пласта при достижении 98% обводненности 
на правой границе для нелинейного закона движения (сверху) 
Выводы. В зависимости от свойств нефти необходимо корректно выбирать 
как метод расчета, так и метод разработки месторождения. В частности, закон 
с предельным градиентом не позволяет воспроизвести явления естественной 
сегрегации нефти в пласте. 
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